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(**�!(0$1 

" �����- ,��	�������- �������- ���	���� 	��	�� 
��	��� ��	��	��� ���	���,	� � ����������. &������ 
�	�������� �� 	��	�� ������, �����,�- ���	�	, �� �������	� 
,�-����	-,���,�������	�	 ����������, ������������/2�-� �	 
������� ����
�� � ��������	� ,���,�����. 

���	�������� ������� ������������� �� �������	� 
	�������� «.�������� ,���,�����» � «3�2��� ���	�,����»  
,�-����	-,���,�������	�	 ����������. 

 

 

(��	�: (������ �.�. 
 

 

 

 

 

 

 

 (������ �.�., 2004 �. 
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�������� 

!�	�� ��	��	��� ���������� — 
���	 �������/2�� 
	
����� ��	��������	� ���	�,����� (theoretical computer science) 
� 	-�������� ��� ����	 ��	���������� �	��	��, ��� � �	��	��, 
���	����������	 �������� � �������	�.  ���� ���
	��� �����- 
����	����� 4�	� ��	��� ,	��	 ������� ��	�	
� �	���	��� � 
������� 4���������- ���	���,	�, � ����� �	���,����� 
�����	����������� ,��	��. .	4�	,� ����	,���	 � 	��	��,� 
��	��� ��	��	���, 
�����	��	, �	����	 �/
	,�, ��	 �	
������ 
�������	 ����,���� �����������, ��	���,,��	�����, ��� 
��	���������,� ������	����,�. 

'����� ,��	�������� ������� �	������ ���	����� 

��	��- �	���� � 	��	���- ���������	� ��	��� ��	��	��� � 
�		��������/� ����	� ����� ����� ������, �����,	�	 ���	�	, �� 
�������	� ,�-����	–,���,�������	�	 ����������. " 
���2�, 
���������� ������ ,��	�������- �������� �	 �����/2�, 
����, (��	��,	��� �����, NP-�	��	��; ���	��	����� 
���	���,�; ����	���� � �����	������). 
 

1 C�����	
� �����
��� 

.	� ���	���,	, 	
���	 �	��,�/� ����	 	����������/ 

�	����	�������	��� ��������, ����	�2�/ ����� �	����	� ����	 

���	� � ���������� — ������/ ������, �� �	�	�	� �����
	��� 

���	���,. 

���	���� ��	�����, �����2�� �/
	,� ���	���,�: 

1. ,���	�	��� — ���	���, ������������ �� ������ ������ � 

���	�	��, ,�	�����	, �	�����,�- �-	���- �����-; 

2. �	����	��� — ���	���, �	���� ���������� �� �	����	� ����	 

���	� (�	 4�	 �	�������	 ���	� ,	��� 
��� �����, �� �����- 

�-	���- �����-). 
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3����� ,	��� 
��� ��	�,����	���� �	-����	,� 

(���������������� ��������, ������ �� �����-, ������ 	���,������ 

� �.�.). '� �	�	 ��	
� ,	��	 
��	 ���	��� �����/ ��	��/ 

���	���,	�, ��	
-	��,	 ������ ������ �	�,����	��� ����� � ���	,�-

�	 «����	,� ���,������/». *����,��, ,	��	 �������, ��	 ������ 

��	���� � ���������/ ���	�	�	� ������� F:X→Y. 1��	, ��	 � ���	, 

���� ,	��	 ��	�,����	���� �/
�/ ������. *	 �� ���	�	��- ����� 

������ F ,	��� 
��� �������� ����	. *����,��, �� ������ 

�	���� ,���,�,� ������� ϕ �� 	������ [0,1] �,��,: X = ,�	�����	 

�������, Y = [0,1], F(ϕ) = x*: ϕ(x*) = min{ϕ(x): x ∈ [0,1]}. 

*� �� �/
	� ������ ,	��	 �	���	��� ���	���,.  �2�����/� 

���	���,������ ���������,�� ������. *����,��: ������ 

��,	���,���,	��� ,����� !�/�����, ������ 	
 	����	��� ���	���,� 

[8,9]. )2� 	��� ������ ���,�� ���	���,������ ���������,	� ������ 

— ���	,�������	� �	�����������	 ��	��,. 

 

�������� 1. .�	
��,� ���	���,�����	� �������,	��� ������ 

����	 ������ � ���
	�����, ���������� ���	���,�. 

(��	���,������ ���������,	��� ������ 	�������, ��	 �� 

�/
	�	 ���	���,� A, ����/2��	 �����/ ������, ��2������� 

��
	� �-	���- �����- x, �� �	�	�	, ���	���, ��
	���� ������	 

(��
	 �	����2��� ������������ ���������, ��
	 �� 

	�������������). 

 

*	 ���� ���� ��2������� ���	���,, ����/2�� ������, 4�	 �2� 

�� ������, ��	 ,� �,	��, 4��, ���	���,	, �	��	���	����� �� 

�������� �� ������ �������- �����. .	�	,� ��	 ���	���, ,	��� 

���
	���� �� ��	�� ��
	�� �����	, ,�	�	 ������	�. *����,��, ���� 
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������� ������ �� ��,�- �	���,����- �	,��/����- ���,�� 1010 ��� 

— 	������	, ���	� ���	���, �� ��� 
���	�����.  

$��,� ��	��,�, ���	����	��	 ��2����	���� ���	�	-��
��� 

���	���,� — �	���� ��2����	���� ���	���,, �� ���
�/2�� �� 

��	�� ��
	�� �����	, ,�	�	 ������	�. 

 

����������� 1. ��	�
�������� �������������� ������	���� 
��������, ����������� ��������� �	� �	������� �	 ������ 
(��������� ������ ����
�) — ��� � ���� ��	��	��� 
���	���,�.  

 

���	���� �������: ���, (�������á �	�������) � 	
5�, 

��,�� (�������� �	�������). *��
	��� ����	� (���������	�) 

-������������	� ����� ����. 

�������	, ��	 �� �����- 4���,���	� ������ (�� �����- 

�-	���- �����-) ���	���,� ,	��� ���
	����� ����	� �	�������	 

������	�.  

  �����, 4���,���	, x ������ Z ��������� 	���������	� 

����	 (���� — ��
	� �����) |x|, �������,	� �	���� ��� �������� 

������� ������ (�������� ����
�). ���,�� ������ — 4�	 	
5�, 

�-	���- �����-, ��	
-	��,�- �� ������ ���- ����,���	� ������.  

�����	 �� ,�	��- ����� �	�������	 ���,���, ��	
-	��,	� 

�� ������ ������, ������� �� �	���	 	� ������� �-	���- �����-, 

�	 � 	� ��,�- �����-. !	 ���� �� ������ ������ �� ���- �-	���- 

�����- x � y 	�����	�	�	 ���,��� (|x|=|y|) ���	���, ,	��� ������� 

����	� ���,. .	4�	,� �� �	������ 	���	� ���,���	� ��	��	��� � 

������,	��� 	� ���,��� ������ 	������/� �� ��� �������	���� 

���,, ����������,	� ���	���,	, �� �-	���- �����- ����� n: 



6 

T(n)=max{T(x): |x|=n}. 6�� ������ ��������� �	�������� 

���	���,� � ������ �	�
��. 

"	 ,�	��- �����- 
	��� ����	� �� �������� 

-������������	� ���	���,� ����� ��	 �	������� � �������. 

�	�,����	 ��	��	��� � ������, 	��������� ���: T��(n)=Σ T(x)p(x), 

��� p(x) — ���	��	��� �	����� �-	���- �����- x, � ��,,��	����� 

������ �	 ���, �	�,	���, �-	���, �����, ���,��� n. # 

�	������/, �	���	 �� ��
	���	�	 �	�������� ����� (�����,��, �� 

������ �	����	���) ������ ����� ������������ ��	�	
 	��������� 

���	��	���� �� �-	���- �����-. .	4�	,� ��� 	����� ��	��	��� 

���	���,� 	
���	 ����,������/� ��	 ��	��	��� � -����, ������. 

7	��� �	�	, 	
���	 	������/� �� �	��	� �������� ������� 

��	��	��� T(n), � ������ ����� 4�	� ������� [8], �.�. ��-	�� ����/ 

������/ f(n), ��	 T(n) = O(n) ��� n→∞.  

 

2 ���		�  	�����	
� 

" �������2�, ��������� ,� ����� �	���� «��	��	��� 

���	���,�». 8	���	�� 
� ����	�����, 	
���	, 	��������� � 

��	��	��� ������ — �����,��, ��� ��	��	��� ��,	�	 4��������	�	 

(�	 ���,��� ��� 9,�	���) ���	���,�, ����/2��	 4�� ������ (�� 

�����- ���,��� n). # �	������/, 4�	 ���	�,	��	. '	�����	, ��	 ���� 

������, �� �	�	��- �� ���������� ��,	�	 
����	�	 ���	���,�, 

�	�	,� ��	 �/
	� ���	���, �� ���	� ������ ,	��	 «���	����», 

�	���	�� 
	��� 
������ ���	���,, ����/2�� 4�� ������. 6�	 

����������� ������/� ��	��,	� 7�/,� 	
 ���	����� [4]. )��� 

	������� 	� ��-�������- �������, �	 ���	2����� ������� ��	��,� 

7�/,� ,	��	 ��	�,����	���� �����/2�, 	
���	,: 
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������� 1 (��	��,� 7�/,� 	
 ���	�����).  ��������� ���� 

�	�������
���� ��������� ����
� Z, 
�� 	���� �	������ A, 

�������� ����
� Z, ����� �������� �	������� �������: 

���������� ������ �	������ A′, ����� �������� Z � �����, 


�� TA’(n) ≤ log TA(n) �	 ��
�� ���� n. 

 

�������� 2. !�	��,� 7�/,� �� ����������, ��	 ���	����� 

�	�,	��	 �� 	���� ������. 7	��� �	�	, � ���������, ,� 

�����,, ��	 �� �����, ���������- � ����������	� �	��� �����, 

���	����� �� �	�,	��	; �� ����- ����� ��2������� 

	���,������ (��,�� 
������) ���	���,. !�, �� ,����, 

����������� ��	��,� 7�/,� 	 ��2����	����� «����	
��-» 

����� �� �	��	��� 	��������� �����������	� (���,���,	� �	 

���, ������,) �	���� «	���,����	�	 ���	���,�». 

 

.	4�	,� � ��	��� ��	��	��� ���	���	��� ����	� �	�-	� — 

����� ������ ��	��	���.  

 

����������� 2. !���� f(n) — �������� "���#�, ����������� N 

� N. #���� ��	��	��� C(f(n)) — ��� ��������� ���� ����
, �	 

������� ���������� ��� �� ���� �	������, �	������� 

�������� �� ��������� O(f(n)). 

 

6�	 	���������� � ���	�	�	, �,���� ���	��	 — 	
	�������� 

C(f(n)) ���	��� �� ���,��/�. .	��,�? .	�	,� ��	 �� ������ 

������	�	 ������ ����� ��	
-	��,	 �2� ��	�����: 

• ��	 ,� �	��,��, �	� «���	���,	,»; 

• ���� ��	��	��� (���,����, �,�	���� ��� ����-��
��� �2�) 

��� ����������. 
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.�� �����- 	�����- �� 4�� �	��	�� �	������ ������ ������ 

�����, � �� ����	�	 ������ ���	������� ���������	� 	
	��������. " 

��	��� ��	��	��� �	� «���	���,	,» 	
���	 �	��,�/� �� ��� ���/ 

����	����	��� ,����� !�/�����. .������, � ����,	�����/ 

��������- ���	� ���	���,	� (,���� !�/�����) � �		��������/2�- 

�, �����	� ��	��	���. 

 

 

3 ��
������������� � �����
��  

" ����	, ��������� ,� ����,	���, ��	������� ������� 

,����� !�/����� — �����,����	�����/ �!. .�����������	� 

«����������������» �	�� 
���, 	������� — ��	 �������� 
���� 

	
5����	 �	���, ��� ����,	������ ������������������� ,����. 

3.1  �����������	
��
� ����������
� 

�
� ��
 �������
 

����������� 3. (������	, ��������� �������	���� �������� 

�
����� ���������. $��
�� ������������� ����
��� 

�	"�����. %	������ �	"����� ��������� ��,�	��,� �	� 


����,�.  �	�	, � �	"����� A ��������� ����
�� 

���	�������	������ ���� �� ����� �	"�����. ��	�
����� ���� � 

�	��� x ��������� ����	� �	��� � ������
���� |x|. A* = 

��������� ���� �	�� ��� �	"������ A. Ak = ��������� ���� 

�	�� �	��� k. 

 

����������� 4. ������ !�/����� (&') — ��� 
������� M = (Q, A, 

S, Π), ��� A — «	����
���» �	"���� (�������� ���#��	��� 
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����	����� �����	  ∧ — «�����	»), Q = {q0, q1, …, qm} — 

�	"���� ��������, S = {–1, 0, +1} — �	"���� �������, � Π — 

���������, ��������	��� ����� ����������� Q×A → Q×A×S.  

 

.������ ��
	�� �! �	��	
�	 	����� � [2, §1.6] � [9].  

�	�,����	��� ����, 	
���	, ���������	� �	���� 

«���	���,», ,� ,	��, ����	 	��������� ���,����/ � �,�	����/ 

��	��	���: TM(x) — �	�������	 ���	�, ��������- ,����	� M ��� 

	
��
	��� �-	�� x, SM(x) — �	�������	 ���� �� �����, �� �	�	��- 

�	
����� �	�	��� ,����� M ��� 	
��
	��� �-	�� x. )��� �� �-	�� x 

,����� ������������, �	 ������� TM(x) � SM(x) �� 	���������. 

.	��� 4�	�	 ��������, ���� 	
���	, 	������/�� ������� TM(n) � 

SM(n). 

����,	�����	� 	���������� ������ ��	������/ ,	���� 

���	���,� — ����������������� ����	����
��� ,����� !�/�����.  

 

3.2  ������������� �
� ���  

*��� 	���������� ���,���	� � 9,�	���	� ��	��	��� 

���	���,� 	������� �� ��	������/ ,	���� �!. " ���� � 4��, 

�	�����/� �����/2�� �	��	��. *���	���	 �����	 ���,���� � 

9,�	���� ��	��	��� ������ 	� ������������	� ,	����? $�,����� 

�� ��	��	��� ���	���,�, ���� ,� �������, ,	���� — �����,, 

«�������,» ,����� !�/����� �,��� 
	��� 	��	� �����?  

"����, �	�	� 	����������. 

����������� 5. !���� k — #�	�� 
��	�, k≥1. k–����	��� ,����� 

!�/����� — ��� ������ M = (k, A, Q, S, Π), ���  Π:Q×Ak → 

Q×(A×S)k. 
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.������ ��
	�� ,�	�	����	���- ,���� � ���	, ���	� ��, 

��� � � 	��	����	���-. ������ ������ � �	�������	, ����. 

�������	� ��� ,�	�	����	��	� ,����� 	��������� ��,�	��,�, 

����	�	�����,� � ����2�- �����- �� ���� �����-, �.�. ��
	�	, (q, 

a1,…, ak)∈Q×Ak. .	 4�	,� ��
	�� 	������/�� ���	���,�� 

�������: (q′, b1, s1,…, bk, sk)∈Q×(A×S)k. 6�� ������� ����� 

��	���	��� �� ���- �����-: �� i-� ����� � ����2�/ ����� 

����������� ��,�	� bi � �	�	��� �,�2���� � �		��������� � si. 

�
������ ���,���� �� �	, ��	 �	�	��� �� �����- ����,�2�/�� 

��������,	 ���� 	� �����. 

"��,���� ��	��	��� ,�	�	����	��	� ,����� 	��������� 

�	��	 ��� ��, ��� � �� 	��	����	��	�. " 	���������� �,�	���	� 

��	��	��� ���� ��
	���	� ��,������: �,�	���� ��	��	��� k-

����	��	� �! M �� �-	�� x SM(x) 	��������� ��� �������� 

�	�������� ����, �� �	�	��- ��� 	
��
	��� �-	�� x �	
����� 

�	�	��� ,����� M �� ���- �����-. �������	, ��	 4�	 	���������� 

�	�������� � �����, ����� 	����������, �� k=1. 

 

" 
���2�, ��, �	���
���� �����/2�� ���	,	�������	� 

����������� (��	 �	�����������	 	������ � �������� ���������). 

������� 2. (	 	���� ������ '������� ����	���� 

����������� S(n)≤T(n), �.�. �������� �	������� �� ��������� 

���������. 
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3.3   ��	�	
�������� �
� �� 

�������	, ��	 �	���� k–����	��	� �! ����, ��, �	���� 

«	
���	�» 	��	����	��	� ,�����. *	 ����	���	 ����������� 

«������������� ,	2�» ,���� !�/����� �� ���� �	
������ ����? 

7	��� �	��	, ��� ��������/� �����/2�� �	��	��. 

1. ��
��������� 	�����: ���� �� ����� ������, �	�	��� ,	��	 

������ � �	,	2�/ k–����	���- ,���� (��� k>1), �	 ����� 

������ � �	,	2�/ 	��	����	��	� ,�����? 

2. ��	�
��������� 	�����. �������	, ��	 �� ���� ���	���	���� 

�	�	���������- ���� ,	��	 �	������ ������� � ��	�	���. #�� 

�����	 ,	��	 ���	���� ������� ������, �	
��� �����? 

 

'� �	�	 ��	
� 	������� �� 4�� �	��	��, �����, �����/2�� 

	��������� [8]. 

 

����������� 6. (k+1)–	����
�� &' M′  � ���������� w ��,������� 

k–	����
��� ������ M, ��	� �	 	����� ������ ������� �	�� (x1, 

x2, …, xk) ����	���� ������ M′ ��������� � ����	������ 

������ M �� ���� �� ������� ������. !�����	������, 
�� 

���
�	� �	��� w �������� �� (k+1)-� 	���� M′. !�� ����	������ 

��������� �������� ������ k 	��� &' � ������ ���������, � 

��	� �� ������ ����� M �� �������	������, �� ����	������ 

�� ������ ����� �� ��	��� �������	������ �� ������ �����. 

 

����������� 7. (k+1)–	����
�� &' M* ��������� �����������	� 

,����	� !�/����� �� k–����	���- ,����, ��	� �	 	���� k-

	����
��� ������ M ���������� ��������� w, �� ������� M* 

����	����� M. 
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�
������ ���,����:  � 	���������� �����������	� �! 	��� 

� �� �� ,����� M′ �	���� ��,����	���� ������ k-����	���� ,����� 

(�� �����- ��	���,,�- w). 

����,	���, �����/2�/ ��	��,� [8].  

������� 3. (	 	����� k≥1 ���������� ��������	��� (k+1)–

	����
�� ������ '�������. 

'	�����������	. !�	��,� �	����, �	����������	, �.�. 

�	����,, ��� ,	��	 �	���	��� ���
��,�/ ������������/ ,����� 

M*. ����,	���, ���� 	
2�/ �-�,� �	���	���, 	������ ��	���� 

������. ���	��� ��� ����/����� � �	,, ��	
� �� �	�	���������/ 

(k+1)-/ ����� ���,������ 	������� ��,������,	� ,����� !�/����� 

� ���	���	���� 4�	 	������� � ��	����� ��,����	����.  

.���� M = (k, Q, A, S, Π) — ��	���	���� k–����	��� ,����� 

!�/�����. *� ������ 	
2�	��� ,	��	 �������, ��	 ������� A 

�	������ ��,�	�� ‘0’, ‘1’ � ���	,	��������� ��,�	� ‘*’ (�, 

�	�,	��	, �����-�	 ������ ��,�	��). #���	� �	��	��� q∈Q ,	��	 

���	���	���� ��	����, ��	�	, ������	����	� ����� r (r≥log2|Q|). 

�������	 �����, ��	 ������ s∈S ,	��	 ���	���	���� � �	,	2�/ ���- 


�� (�.�. ��	����- ��	� ����� 2). ����,	���, 	��� ����� �� 

��
����	�	 ������������ ��	���,,� ,����� M. .���� 4�� ����� 

�		���������� �	��	��/ q � 	
	������,�, ��,�	��, ai (�� i-� ����� 

����2�, ��,�	�	, ����� ai, i=1,…,k); � ����� ,����� �	���� � 

4�	, ������ ������� � �	��	��� q′, ���������� ��,�	�� bi � 

���	����� �,�2��� si (i=1,…,k). !���/ ����� ,	��	 ���	���	���� 

��	�	, 
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qa1 a2 … akq′b1 b2 … bks1 s2 … sk . 

6�	 ��	�	 �	��	�� �� 2r+4k ��,�	�	� �������� A. " 

���������, ����	� ���	� ��	�	 
���, �������� �	����. 3��	�����, 

����, 	
���	, ��� ����� � ��	���,,� ,����� M � ������, �- � 

���� �	����	�������	��� 
�	�	� �� (k+1)-/ ����� ,�����. 

'� �	�	 ��	
� ��	��,����	���� �	������� ,����� M, ��, 

��	
-	��,	 �� �	���	 �,��� ��	���,,� 4�	� ,�����, �	 � 

	���������� �� ����2�� �	��	���. !���2�� �	��	��� ,����� M 

����� 
���, ���������� �� (k+1)-/ �����. '� �	�	 ��	
� ��������� 

������ ��	���,,� � ������ ����2��	 �	��	��, 
���, �������� �- 

��,�	�	, ‘*’. *����,��, ����� 	� ��,�	�� ‘*’ ����	�	��, ��	�	 α —

���	���	����	� ������������� ����2��	 �	��	�� ,����� M, � 

������ — ��	�	 π, ���������/2�� �	
	� ���	���	����	� 

������������� ��	���,,� 4�	� ,�����. 

.�	������ ,	�����	���� ,����� M ���/���� � ��
 

�����/2�� ���� (���	���,�� ,����	� M*): 

1. *���� � ��	�� π 
�	�, �		��������/2�� «����2�,� �	��	��/» 

α � ����2�, ��,�	��, �� �����- k �����-. 

2. *� �����- k �����- ���	����� �������, �������,�� ��������, 


�	�	,, �.�. ��,����� ��,�	�� � ����2�- �����- � �,������ 

�	�	���. 

3. $�,����� «����2�� �	��	���» ��,������,	� ,�����, ������� 

�� (k+1)-� ����� ����� 	� ��,�	�� ‘*’ �,���	 ��	�� α ��	�	 α′, 

�������	� �� �������	�	 
�	��. 

4. .�	������, ����� �� «�	��	���» α′ ����/��������,. )��� 

�����, �	 ��������� ��
	��, ����� ������� � �.1. 

�������	, ��	 ������ �� ���	� 1–4 ,	��	 
«����	���,,��	����» � ���� ,����� !�/�����. $��	,� 
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������������ ,����� M* ����������� �	
	� �- �	,�	����/ 
(�,. [9])� 

 

'	������� ��	��,� �	��	��� ��, �	�	��� � 	����� �� 

�	���������� ����� ��� �	��	�� — �
������, ��	 �	�������	 ���� � 

�! �� �,��� ������������	�	 ������� �� � �	��� ����� 

������������	� ,	2�	���, �� � �	��� ����� ���,���	� ��	��	���. 

*��	,�/, ��	 «������������	� ��������» �� ��� �,��� �	���	 

�������� ,���� �	���	,�����	� � ���	���	,�����	� 

(4���	���������	�) ��	��	���/. 

:���	 ��� ���������� �	���	 «��-	��	�» ��������, 

����	�	����	� �� �	������� �����. " 4�	, ������ �,��� �,��� 

	���
��� �	���� ��,����	����. 

 

����������� 8. )���� ��������, 
�� ������ '������� M 

�������� ��������/ ������/ f:A*→A*, ��	� �	 	����� x∈A*, 

����������� �� ������ 	���� ������ M: 

• ��	� f(x) ������	���, �� M �������	������, � � ������ 

��������� �� ���	����� 	���� ������ �������� �	��� f(x); 

• ��	� f(x) �� ������	���, �� ������ M �� �������	������. 

 

����������� 9. )���� ��������, 
�� ������ M � M′ 4�����������, 

��	� ��� ��
��	�� ���� � �� �� "���#��. 

 

.	���� 4����������	��� «���
��», ��, ��,����	�����: ���� 

,����� M′ ��,������� ,����� M, �	 ,����� M′  4����������� M; 

	
����	�, �		
2� �	�	�, ������	.   ����	� ��	�	��, �� 

��,����	���� ���
����, ��	
� � M′ 
��	 ��� ,���,�, ��	���	 �� 

����, ��	���	 � � M, � �	 ���, ��� �� 4����������	��� 4�	 �� 



15 

	
�������	. $,���	 4�	 ��	����	 �	��	��� ��, ��	�,����	���� � 

�	������  �����/2�/ ��	��,� [8]. 

 

������� 4. (	 	���� k-	����
��� ������ M, ������� 

��������� �	������� T(n), ���������� ������	����� �� 

����	����
�� ������ M′ � ��������� �	�������� T′ (n) = O(T 2(n)). 

'	�����������	.  ������ ����,	���, ���/, ����2�/ � 

	��	�� ���	���,� ,	�����	����. " 	������ 	� ������ ��,����	���� 

k-����	��	� ,����� � �	,	2�/ (k+1)-����	��	� (!�	��,� 3), � 

,����� M′ �,���� �	���	 	��� �����, � �	,	2�/ �	�	�	� 

��	
-	��,	 	���������� �	��	��� k ���� ,	�������,	� ,����� M. 

'� 4�	�	 «������,» ��� k ���� ,����� M � 	��� ����� ,����� M′. 

.	� «����	��	�» 
���, �	��,��� ����,�	 	��	�����	� 	�	
������� 

���� ���- ���� ,����� M � ����� ����� ,����� M′ �	 

�����/2�,� �������: i-� ����� j-� ����� M �		���������� ����� � 

�	,��	, 2(ki+j–1) �� ����� M′. !���, 	
���	,, �� -������ �-	���- 

� ��	,����	���- �����- 
���� ���	���	����� ����� � �����,� 

�	,���,�. " �����- � �������,� �	,���,� 
���, ���	,����� 

�	�	����� �	�	�	� �� �����- ,	�������,	� ,�����: ���� � ,����� 

M �	�	��� �� ����� j ��-	���� � ����� i, �	 �� ����� ,����� M′ � 

����� 2(ki+j–1) ��	�� ��,�	� ‘1’, ����� — ��	
��. 

.�� ���	, ��	�	
� ����	��� �	������� 	��� ����	 ��-������� 

��	
��,�: �� ����� ,����� M′ ������ ��������	�	 ��	�� 	������ 

��	
���, � 4�	 ��	���	����� 	���������/ ,����� !�/�����. '� 

�	�	 ��	
� ���	�	���� 4�� ��	
��,�, �����, �	�	���������� ��,�	� 

‘*’ (	��������/2�� � �������� ,����� M) � 
���, ���	���	���� ��	 

�,���	 ��	
��� ������ ��	�� (� �	, ����� � � �����- � �������,� 
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�	,���,� — � �������� �������� �	�	, ��	 �		��������/2� ����� 

,����� M �� ����� ����2��).  

!���, 	
���	,, ��
	�� ,����� M′ �	��	�� �� ���- ���: 

1. *������	� ���	
���	����� �-	��	�	 ��	�� x. 

2. �	�����	����� ��
	�� ,����� M. 

3. 3������/2�� ���	
���	����� ����������. 

.����/ ���� ,� ��� ����,	�����. "	 ���, ��	�	� ���� 

,����� M′ ,	�������� ������ ��� ,����� M. .�� 4�	, �� ����	, 

���� M′ �� ���� ��	�- �	��	��� �	,��� ����2�� �	��	��� ,����� 

M � �	,�� 	
��
������,	� �����. 3� 	��� ��	-	� �	 ��	�� ����� 

,����� M′ ������, ����� ��,�	�� �������/�� ����	� �	�	��	� 

,����� M � 	��������, ��	 ��	
-	��,	 ������� — � ���	� 

�	��	��� ����	 �������, ��	 �������� �� �����/ �� ���� � ��� 

�,������ �	�	��� �� �����-. "�� 4�	 M′ «���	,�����» � �	,	2�/ 

��	��	 �	��	��. 3���, M′ �2� ��� ��	-	��� �	  ��	�� ����� � 

���	���� ��	
-	��,�� ���	
���	����. 

!���� ���� ���	���,� ����������� �	
	� ���	
���	����� 

«�����», 	
����	� ����	� ����, � �	� ��������, ��	 ������ ,� 

	������, �	���	 ��,�	��, ���������� �� �	������� (k-�) ����� 

,����� M. 

�������	, ��	 ��
	��/2� �	 ���	,� ���	���,� ,����� M′ 

������������	 4����������� ,����� M. '� ��������� 

�	������������ ��, 	����	�� 	������ ���,����/ ��	��	��� M′. ���� 

1 � 3 ���
�/� O(S(n)) ���	�, ��� S(n) — �,�	���� ��	��	��� 

,����� M. "	 ���, ���� 2 ,����� M′  �	���� ��	,	�����	���� 

T(n) ���	� ,����� M, ��	��	��� ,	�����	���� ����	�	 ���� ����� 

O(S(n)), �	�	,� ��	 �� ����	, ���� M′ ������ ��������� ��� ��	�	, 
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��������	� �� �� �����. .	�����,, ��	 ���,���� ��	��	��� ,����� 

M′ ����� O(T(n)S(n)), ��	 � ����	, ��	��,� 2 ����	 O(T2(n))� 

 

����������� 10. DTIME(f(n)) — ��� �	��� ����
, �	 ������ �� 

������� ���������� ���������������� &', ������� ��� 

����
� � ��������� �	�������� O(f(n))).  

 

*��	,�/, ��	 � ���	�	� �	�,����	��� �	� �������, ������ ,� 

�	��,��, ���������� ���	�	�	� �������. 

'	�������� ��	��,� (	
 �����������	� �! � 	 

,	�����	����� ��	���	���	� ,����� � �	,	2�/ 	��	����	��	�) 

	
��������/� �����������	��� ����	�	 	��������� (����� 

���	���,������ �������,� ������ ����������� ���	�	�	,� ������ 

DTIME(f(n))). 

 

����������� 11. ��������, ����� ������:  

P = PTIME = ∪k>0DTIME(nk) — �	��� ����
, ���������� �� 

�	���	,�����	� ����. 

EXPTIME =  ∪k>0DTIME(2^(nk)) — �	��� ����
, �������� �� 

4���	���������	� ����. *���� ��������� 2^x ����
��� «2 

� ������� x». 

 

" ���� ��	��,� 4 	���������� �����	� PTIME � EXPTIME �� 

������� 	� �	�������� ���� � ,�����. 

 

#���� P — 4�	 ����� 4��������	 �����,�- �����. (��	���,, 

�,�/2�� �	���	,������/ ���,����/ ��	��	���, ��������� 

�""��������. 
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3�����, �� �	�	�	� � ����	2�� ���, �� �������� 

4���������� ���	���, ��� �� �	�	�	� �	�����	 	��������� ���	�	 

���	���,�, ��������� ��������������. 

 

3.4  ���
���� �
���	 DTIME 

�������	, ��	 ���� g(n)>f(n) �� �/
	�	 n, �	 �/
�/ ������, 

�	�	�� ,	��� 
��� ������ �� ���, O(f(n)), ,	��	 ������ � �� ���, 

O(g(n)). !	 ���� DTIME(f(n))⊆DTIME(g(n)). *	 ,	��� 
���, ���� ����� 

������, �	�	��� ,	��	 ������ �� ���, O(g(n)), �	 ����� ������ �� 

���, O(f(n))? «3������ �,���» �	����������, ��	 � «	
2�, ������» 

�,���	 ��� � �	���	 
���. *	 � ,���,����� �� ������ ,	��	 

�	������� �� «������� �,���». .�� 
	��� �2������	, ������� 

����	, ��	 � � ����	, �	��	�� �� ��� ��� ��	��	. *����,��, ���� 

������ g ��������� f ���� � �	�������	� ����	 ��� (�����,��, 

g(n)=c⋅f(n), c>1), �	 ������ DTIME(g(n)) � DTIME(f(n)) ��� ����	 

�	�����/�, �	�	,� ��	 � �- 	���������� ���	������� ��������� 

O(⋅). $�������	, ��	 4�� ������ 
��� 
� ����� ���� � �	, ������, 

���� 
� ,� � 	���������� ������ DTIME �� ���	���	���� 

	
	�������� O(⋅), �.�. 	��������� 
� DTIME(f(n)) ��� ����� �����, 

�����,�- �� ���, f(n)). 6�	 ������� �� ��� �������,	� «��	��,� 	 

������	, ���	�����»: 

 

 

������� 5. (!�	��,� 	 ������	, ���	�����). (	 	���� 

������ M � ��������� �	�������� T(n) � 	���� ��������� c>0, 

���������� ������	����� ������ '������� M′ � ��������� 

�	�������� T′(n) = �T(n)+n. 

'	�����������	 4�	� ��	��,� ,	��	 ����� � [6].  
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.	4�	,� �� �	�	, ��	
� ����� DTIME(g(n)) 	������ «����» 

������ DTIME(f(n)), ������ g �	���� ����� ���
���	��� ������� 

������� f. !	���/ «�������	���» �������� «����������	 


������» �	������ ��� �������,� «��	��,� 	
 �����-��». .����� 

��, ������� � �	�,����	��� � �	������������ 4�	� ��	��,�, �����, 

����	���	 	���������� � 	
	��������. 

"����, 	
	��������: �� ���- ����	��- ������� f � g ����� 

g(n) = ω(f(n)), ���� lim(f(n)/g(n)) = 0 ��� n→∞ .  

 

����������� 12. +���#� f ��������� �	���������,	� �	 ���,���, 

��	� ���������� ������ '������� M, ������ �	 ������� 

�������� �	��� �	��� n �������	������ ����� 
���� f(n) 

�����. 

 

����������� 13. +���#� f ��������� �	���������,	� �	 9,�	���, 

��	� ���������� ������ '������� M, ������ �	 ������� 

�������� �	��� �	��� n ������������� �����  f(n) 
��� �� 

����� �� ����� 	��� � �� ��	�� f(n) 
��� �� ����	���� 	�����. 

 

"�� «	
�����» �������, �������/2��� �� �������� 

(�����,��: n, nk, 2n) ��/�� �	���������,�,� ��� �	 ���,���, ��� � 

�	 9,�	���. ;/
� �	���������,� �	 ���,��� ������ ����� 

����� �	���������,	� �	 9,�	��� (�	������ 4�	 ��,	��	�����	). 

 

����������� 14. ,��������� ������ '������� M, ������� ��� 

���	�
���	���� ������� qY (�	�����/2�� ��������) � 

qN (	������/2�� ��������) � �������	���� �	��� x∈A*. 
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• -�	� M �� ����� x 
���� ����
��� 
��	� ����� 

�������	������ � �������� qY, �� ����� ��������, 


�� ������ M �	������� ������ x. 

• -�	� M �� ����� x �������	������ � �������� qN �	� 

«��#��	������», �� ����� ��������, 
�� ������ M 

	�������� ������ x. 

 

����������� 15. .���� L(M) ������
�� ���� ����� ���� �	�� 

x∈A*, ����������� ������� '������� M. 

 

����������� 16. !���� L — ��� ��� �	"������ A. /�����, 


�� ������ M ����	����� ��� L, ��	� L(M)= L. 

 

����������� 17. !���� f — ��
��	��� ������������� �� ������� 

"���#�. &����� M f (⋅,⋅), ���������� 2 ������� ������, 

��������� ��,���	�	, � 	����������, �	 ���,���, ��	� �	 

	���� �������� �� �� ���� ������ M � 	����� �������� �	��� 

x, ����	���� ��	���: 

• ��	� M ��������� ������ x �� f(n) �����, �� Mf  ����� 

��������� ������ x; 

• ���
� Mf  ��������� ������ x. 

 

 

������� 6. !���� f � g — ��� ��
��	���� �������������� �� 

������� "���#��, � g(n) = ω(f(n) log f(n)). '���� ���������� 

����	��� � ������
����� �� ������� Mf , ���������� �� 

���� O(g(n)). 
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'	�����������	. �� �� 
���, ����,�������� ���	�	� 

�	�����������	 4�	� ��	��,�, ��	
� �� ����
���� � ��-�������� 

������. ����,	���, ���� 	
2�/ ���/ �	���	��� �	�	
�	�	 

��,���	��, ��� 4�	 ������	 � [6, §3.2]. 

������ Mf �	������ 4 �����. .���� ����� ������������� �� 

�	������ �	�������� ���	�. *� 4�	� ����� �2� �	 ������ �	
������	 

«��,����	����» ,����� Mf �	,����� (� �	,	2�/ �/
	�	 ��,�	��, 

	�����	�	 	� «��	
���») f(|x|) ����. 6�� 	������ �	�����,�, 

�	��	���� ������ f �	 ���	��/ ��	��,� ����� �	���������,	� 

�	 ���,��� — � ������, � �	 9,�	���. 

*� ��	�	� ����� -������ �	�����,	� ��
	��- ���� 

��,������,	� ,�����, � ����� ���	,������ �	�	����� �� �	�	�	� 

(�����,��, ���, ��� 4�	 ������	 � �	������������ ��	��,� 4). *� 

������� ����� ����������� ���	��, ���������/2� ��	���,,� 

��,������,	� ,����� � �� ����2�� �	��	��� (�,. �	�����������	 

��	��,� 3). *��	���, �������� ����� ������������� �� -������ 

��
	��� ���	�,���� ��,	� ,����� Mf. 

#�� ��� �	�	���	�� ����, ,����� Mf �����, ���	, «���	��� 

���,��», 	�,��� �	��	 f(n) ���� �� 	��	� �� ��	�- ����. '���� Mf 

�	����	�������	 ��,������� �	������� �-	��	� ,����� ��� ��, ��� 

	�����	 � �	������������ ��	��,� 3. *	, �	�	��������	, �	��� 

,	�����	���� 	������	�	 ���� �-	��	� ,�����, Mf ������� 	��� 

��,�	� �� ��	�� ����	� ����� � ��	�����, 	������� �� �2� ��,�	�� 

(	������� 	� ��	
���) �� 4�	� �����. )��� ��� («���, ����	»), �	 Mf 

	������������� � 	�������� �-	��	� ��	�	 x. )��� �� ,	�������,� 

,����� 	����	���� �	 �	�	, ��� ���	����� ��,�	�� �� «���,���	�» 



22 

�����, �	 Mf  ����� 	������������� � �	����2��� �	� �� ��������� 

(�	������� ��� 	�������� ��	�	 x). 

�������� ��	������ ��,����	���� ���� 	����� O(f3(n)) �� 

���,���	� ��	��	��� ,����� Mf. '� �	�	 ��	
� �	������ 

��������/ � ��	��,� 	�����, ���	 ��,�	�	 «	���,����	����» 4�� 

��	������ (�	 ,�, ��� � �	�	����������, �� 
���, 4�	�	 ������).� 

 

!����� ,�, ���	���, �	�	�� ��	�,����	���� � �	������ 

	��	���/ ��	��,� ����	�	 ��������� (�,. �����, [2, ���.471] � [6, 

§3.3]). 

 

������� 7. (!�	��,� 	
 �����-��). !���� f � g — ��� ��
��	���� 

�������������� �� ������� "���#��, � g(n) = ω(f(n) log f(n)). 

'���� �	��� DTIME(f(n)) ������ �	���� � �	��� DTIME(g(n)). 

 

'	�����������	. '� �	������������ 
���� ���	���	���� 

��	������ ����	��������� (� ����� ,���,�������	�	 ������� 

����	�����, ,��	�	, �	���������� �������	��� ,�	������ 

��2��������- �����). �� «�	���	�,» ���, ����������2�� ������ 

DTIME(g(n)), �	 �� ����������2�� ������ DTIME(f(n)). # 

�	������/, ���	� «�	���	����» 
���� ���	����������	, �.�. ,� �� 

�,	��, ������� �������/ (��������,�/ ����, ���	���,	,) 

��	������ �	���	��� ���	�	 ����. 

:���� C(x) 	
	�����, ,����� Mf(x,x), �	 ���� �� �-	� 

��,���	�� �	��/�� ��� 	�����	��- ��	��. :���� D(x) 	
	�����, 

�������/ ,����� C(x), �	 ���� ,�����, ��
	��/2�/ ��� ��, �	 

����/2�/ ��	���	�	�	���� 	���� (���� C �	������� ��	�	 x, �	 D 

	�������� x, � ��	
	�	�). 3���� �����, ����� �	� ����, ��	 
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��2������� 	���������� ����-� �� ���, ��
	�� Mf(x,x) (�,. ��	��,� 

6), � ������ � �� ���, ��
	�� C — ����� ,����� D �� ��2����	���	 


�, �	��	���� �� �����	�� 
� ������ ������ 	
 	����	��� ,����� C, 

� 4�� ������ � 	
2�, ���� ���	���,������ ���������,�. 

:���� L 	
	�����, ���, ����	������,�� ,����	� D 

(«����	��������/2�» ,�����), �.�. L=L(D). .	����,, ��	 4�	 � ���� 

���
��,�� ���. 

 	�����	 ��	��,� 6, D ��
	���� ���, O(g(n)), � ������, ��� L 

����������� ������ DTIME(g(n)). 

  ����	� ��	�	��, �� �/
	� ,����� M, ����	���/2�� 

��� �� ������ DTIME(f(n)), �	 �	���	���/ ,����� D 

����������	 ����������	 M(M) ≠ D(M). ( 4�	 	�������, ��	 ��� L 

	�������� 	� �/
	�	 ���� �� ������ DTIME(f(n)): 	� ����, 

����	������,	�	 ,����	� M ��� L 	�������� � ���	��, 

���������/2�� �	
	� ���	���	����	� ������������� ,����� 

M. .	4�	,�, L �� ����������� ������ DTIME(f(n)).� 

 

 �	�,������, ����� ��� �����- �������� �� ��	��,� 	
 

�����-�� (�	��	
���� �	������ 4�� ���������� ��,	��	�����	). 

 


���
���� 1. (	 	����� #�	��� 
��	� k (k>0) ����	���� 

DTIME(nk) ⊂ DTIME(nk+1). 


���
���� 2. PTIME ⊂ EXPTIME. 

 

3���� ���� ⊂, � 	������ 	� ����� ⊆, 	������� ������� 

��	�����. 
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4 ����
������������� � �����
��  

4.1 �������������	
���� �
� ���  �������
 

'	 ��- �	� ,� ����,�������� ��� �������,�� 

«�����,����	������» ���	���,�. $- «�����,����	����	���» 

����/����� � �	,, ��	 �� ����	, ���� �,���� ���� 	��	 

�	�����,	� ��������, �����2�� 	� �-	���- �����- � 	� ����2��	 

«����������	» �	��	��. " ���,���- ,���� !�/����� 

�����,����	����	��� 	�������� � �	,, ��	 ��	���,,� . ����� 

������������, �	 ���� ����	� ���� (a,q) ������ � �		��������� 

	��	�����	 	����������/ ��	��� (a′,q′,s). 

!����� ,� �	����	,�,� � �������������������� 

���	���,�,�, ����/2�,� �����/ �	�� � ��	��� ��	��	��� 

����������. *������,����	������ ���	���,� ��/��, � 

���	�	�	, �,����, 	
	
2����, �����,����	�����-: �� ���	�	��- 

(�	�,	��	 — �� ���-) ����- � �������,����	����	�	 ���	���,� 

�,���� ��
	� ������� �� ����	���	 �������	�. .����, 4�	� ��
	� 

�� ������� �� 	� ����- ���������- ��� ������- ����	�	� (����, �� 

��������������). '� �	�	 ��	
� �	�,����	���� �	���� 

�������,����	����	�	 ���	���,�, ����,	���, �������,����	������ 

,����� !�/����� [2, 6]. 

 

����������� 18. k-����	��	� �������,����	����	� ,����	� 

!�/����� ��������� ������ M = (A, Q, S, !, q0). *��
��� 

���� ��������� ������ — ����� ��, ��� � � �	�
�� k-

	����
��� ����������������� &', �� ���	�
����� ����, 
�� 

��������� ! ��������	�� ����� �� �����������, � 

���������, �������� �� ��������� (Q×Ak)×(Q×(A×S)k). 
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)��� �� ��
���, � ��, ����/����� ������� ,���� 

	�	
�������, � 	��	�����,, ���	,����/ 	������� ��	� ����� �	 

����� ��������	� ,���,�����, �����,�� [9]. 

.������ ��
	�� *�! � ���	, ���	� ��, ��� � � '�!. *	, ��� 

��� �	�	���	��, �� ���	�	��- �	���������� ,����� (�.�. ��
	�	� 

(q, a1,...,ak)) ,	��� ��2����	���� ����	���	 �	���������� (q′, 

a′1,...,a′k, s′1,...,s′k), �������- 	��	�����, . � ����2�� �	����������, 

�.�. ����-, ��	 (q, a1,...,ak, q′, a′1,...,a′k, s′1,...,s′k)∈.. " 4�	, ������ 

,����� � �������� �����/2�� �	���������� ��
����� 	���� ���	� 

��
	�. �����	 *�! �� ,	��� ��,	��	�����	 �	,
����	���� 

4��,���� �����- ��
	�	�, �����,��, ��
���� �����/2�� ����2�� 

�	��	��� q′ �� 	��	�	 ��
	��, � �	��� ����	���� ��,�	�� a′1,...,a′k 

— �� ����	�	. 

'� �������,����	�����- ���	���,	� 	
���	 ����,������/� 

�	���	 	��� �	�,� ����� — ������ ����	������� ���	�. 

����,	���, �	��	
��� 	���������� �����,��,�- � 	�������,�- ��	� 

�� *�!. �������	, ��	 ��� 	
��
	��� �/
	�	 �-	��	�	 ��	�� x 

�������,����	����� ,����� M ,	��� ��	��� ������ 

�	����	�������	��� �	���������� (�� ���� �	�	, ��	 �� ���	�	��- 

����- ��
	� �����/2�� �	���������� �������,����	���).  ����/�, 

��	 *�! M ��������� �-	��	� ��	�	 x, ���� ��� �� ���� ���� 

�	����	�������	��� �	���������� ����	��� � �	�����/2�,� 

�	��	��/ qY (���� �	����	�������	��� ��������� �����������). " 

��	����	, ������, �.�. ���� �� ���� �	����	�������	��� 

�	���������� �� ����	��� � �	�����/2�,� �	��	��/, ,����� M 

��������� ��	�	 x. !���, 	
���	,, � 	������ 	� �����,����	�����- 

,����, �������� �	����� ��� 	�������� �-	��	�	 ��	�� �� 

��,,�������. 
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����������� ����, ����	������,	�	 *�!, �	��	���/ 

����	����	 �		��������/2�,� 	���������/ �� '�!. 

 

����������� 19. /�����, 
�� 0&' M ����� ���,����/ ��	��	��� 

T(n), ��	� �	 ������ ������������ �������� �	��� �	��� n 

������� ���	�������	������, ������� �� ��	�� 
�� �� T(n) 

�����, �������� � ����������� ��������. 

 

����������� 20. /�����, 
�� 0&' M ����� 9,�	����/ ��	��	��� 

S(n), ��	� �	 ������ ������������ �������� �	��� �	��� n 

������� ���	�������	������, �������� � ����������� 

��������,� ������� 
��	� ������������� 
��� �� ������ 

	���� �� ��������� S(n). 

 

'� �������,����	�����- ,���� !�/����� ���������� 

����	� ��	��,� 4: 

 

������� 8. (	 	���� k-	����
��� ������������������� ������ 

M, ������� ��������� �	������� T(n), ���������� ����	����
�� 

0&' M′, ����	������ M � ��������� �	�������� T′ (n) = O(T 2(n)). 

'	�����������	 4�	� ��	��,� �	��	���/ ����	����	 

�	������������ ��	��,� 4. 

 

4.2  �
���  NTIME, NP � co-NP 

����������� 21. ��������, ������ ����� �	 ��	��	��� 

	��	�������	 �������,����	�����- ���	���,	�:  
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NDTIME(f(n)) — ��� �	��� ����
, �	 ������ �� ������� 

���������� ������������������ ����	����
�� &', 

������� ��� ����
� � ��������� �	�������� O(f(n))).  

NP = NPTIME = ∪k>0NDTIME(nk) — �	��� ����
, �������� 

�������������������� �	��������� �� �	���	,�����	� 

����. 

NEXPTIME =  ∪k>0NDTIME(2^(nk)) — �	��� ����
, �������� 

�������������������� �	��������� �� 4���	���������	� 

����. 

 

�������	, ��	 �����,����	������ ,����� !�/����� 

��/�� ������, ������, �������,����	�����-. " �����	���, P ⊆ 

NP.  

#�� � � ������ ����-	�� 	� 	��	����	���- '�! � 

,�	�	����	���,, ����� ��,� ����/� �	��	�� 	 �	,, ����	���	 

«,	2���» *�! �	 ��������/ � '�!. 7	��� �	������	: 

1. )��� �� ����� ������, �	�	��� ,	��	 ������ � �	,	2�/ *�!, 

�	 ����� ������ � �	,	2�/ '�!? 

2. .	��	���� *�! ,	��� «	��	���,���	» ���	���� ��� �������� 

����������, �������,����	����� ,�����, �		
2� �	�	�, 

,	��� ������ ���	�	��/ ������   
������, ��, 

�����,����	����� ,�����. *	 ����	���	 
������? !�	��,� 	 

������	, ���	����� (��	��,� 5 �� ���. 18) �	��������, ��	 

������	� ���	����� �	�,	��	 � 
�� ����������� 

�������,����	����	���. '� �����������- ����� ����� 

4���������� (�	���	,�������) ���	���,�, �	4�	,� ������ 

����	 ��������� 	���� �� ���	� �	��	�: ,	��� �� 

�������,����	������ ���	���,� 4��������	 (�.�. �� 
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�	���	,�����	� ���,) ������ ������, ���������,�� �� 

�	���	,�����	� ���, � �	,	2�/ '�!?   �	,	2�/ ��������- 

	
	�������� 4�	� �	��	� ,	��	 �����	�,����	���� ���: ���� �� 

������, ����������2�� ������ NP, �	 �� ����������2�� ������ 

P, ��� �� ���	����� ��������	 P=NP? 

 

����,	���, 4�� �	��	�� �	 �	����. 

 

������� 9. (	 	���� 0&' MN, ������������ ��� L �� ���� T(n) 

������� (&' MD � ��������� c, �����, 
�� MD ����� 

���������� ��� L, �� �� ���� O(cT(n)). 

 

'	�����������	.  '� �	������������ ��	��,� �	����,, ��� 

,	��	 �	���	��� ���
��,�/ '�! MD. ������ MD 
���� 

,	�����	���� ��
	�� ,����� MN, ����
��� ��� �	�,	���� 

�������� ����������. 

'� ��	��	�� ����,	���, ������� 	��	����	��	� *�!. !�� 

��� �� ����	� ���� (q,a) �,���� �	����	� �	�������	 �������	� 

�����/2��	 ����, � ����- ��� �	�� �	����	� �	�������	, �	 

��2������� �	������� d, 	���������/2� ����	 �������	� 

�����/2��	 ���� �� ���- ��� (q,a). .�����,����, ����� �������� 

�� ����	� ����, �	,�� �������� 
���� ��-	����� � ��������� 	� 1 

�	 d. 

.	 ���	��/, ��� 	
��
	��� �-	��	�	 ��	�� ����� n ,����� 

MN ������ �� 
	��� T(n) ���	�. .	��	���� �������	� �	��	��� 

������	���	, � �	��� ����	�	 ���� �,���� �� 
	��� d �������	� 

�����/2��	 ����, �/
�/ ����/ �	����	�������	��� ,	��	 

���	���	���� ��	�	, � �������� {1, ..., d} ����� �� 
	��� T(n). 
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#	�������	 ����- ��	� ����	 1+d+d 2+...+d T(n) < (d+1) T(n). ������ 

MD �	����	�������	 ���������� ��� ����� ��	�� � �� ����	�	 ��	�� 

w ,	�������� ��
	�� ,����� MN ��� ���	���, ��	 �� i-, ���� 

(i=1,...T(n)) ��
������ wi-� ������� �����/2��	 ����. )��� �� 

���	�	-�	 ��	�� w ,	�����	����� �	��������, ��	 ,����� MN 

�	������� �-	��	� ��	�	 x, MD ������2��� ����
	� � ����� �	������� 

4�	 ��	�	. )��� �� �	��� ����
	�� ���- ��	� ����� �� 
	��� T(n) 

�-	��	� ��	�	 �� 
��	 �	��2��	, MD 	�������� ��	. 

'� ����	�	 ��	�� w ,	�����	����� ��
	�� MN ���
��� 

O(T(n)) ���	�. .	�	������ 	������	�	 ��	�� w ����� ����,��� 

O(T(n)) ���	�. .	4�	,� ���� ��	���� ,	�����	���� ��
	�� *�! MN 

�� '�! MD �	���
��� ���, O(T(n) (d+1) T(n)). 6�� �������� �� 

����	�-	��� O(cT(n))  �� ���	�	�	�	 c.� 

 

!���, 	
���	,, �� 1-� �	��	� (���. 27) ,� ,	��, 	������� 

	����������	: �/
� ������, �	�	��/ ,	��� ������ *�!, �������,� 

� � �	,	2�/ '�!.  

����� �� 2-� �	��	�, � �	������/, �	�� ����������. 

7	��������	 ������	������� �	����/�, ��	 ������ P � NP �������� 

(P ���	�	 ��	��� � NP), �	 �� �	������, �� 	��	�������� 4�	 

�����	�	����� �	�� ���	,� �� ����	��.  

"����, 	������, �����	� ��	��	��� �� '�! � *�! 

����� �	, ��	 ������ �� �������,����	�����- ,���� ����,����� 

	��	�������	 	������� �	�	����� ����. ����,	���, 4�	 
	��� 

�	��	
�	. '� ���� L ��	 ����	�����L — 4�	 ,�	�����	 ���- ��	� 

(� �	, �� ��������), �� �-	�2�- � ��� L. 
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����������� 22. (	 	����� �	���� C �	��� co–C = {L :L∈C } 

����� �������� �	�������, �	����� �	 C. 

 

����,	���, ��	���	����� ����� DTIME(f(n)) � �/
	� ��� L 

�� 4�	�	 ������ (�,. ����� [8, ���. 44]). .	 	���������/, �� L �	���� 

��2����	���� '�! M, ����	���/2� L �� �	���	,�����	� ���,. 

$���������, M, �	 ���� �	����, ,����� M′, �	�	�� ��
	���� ��� 

��, ��� � M, �	 ����-	��� � 	������/2�� �	��	��� �	���, �	��� M 

����-	��� �	�����/2��, � ��	
	�	�. �������	, ��	 M′ �	�������L, 

�����, ������ 4�	 �� �	���	,�����	� ���,. !���, 	
���	,, ,� 

�	������, ��	 �� �/
	�	 ������ DTIME(f(n)) �	�������� � ��,� 

����� co-DTIME(f(n)) �	������� � ��,�, DTIME(f(n)). $ ��� ���������, 

P = co–P.  

'� �����	� NTIME(f(n)) �	�	
��� ���������� �� ��	-	��, 

�	�	,� ��	 ��������, � �	�	��- *�! �	������� ��� 	�������� 

�-	��	� ��	�	, �� ��,,�������: ��	�	 �	��������, ���� ��2������� 

��� �� ���� �	�����/2� �	����	�������	��� ���	�, � 	���������, 

���� ��� �	����	�������	��� ���	� ����	�� � 	������/2�� 

�	��	���. "	��	� 	 �	,, �	�����/� �� ������ NTIME(f(n)) � co–

NTIME(f(n)) (� ����� ������ NP � co–NP), � ����	2�� ���, 	�����. 

�����	 �������	 �
������ � �	,, ��	 P ⊆ NP ∩ co–NP (�	������ 4�	 

��,	��	�����	). 

 

4.3  ������
��	��� ���������� �
��
 NP 

#���� NP ,	��	 	��������� �� �	���	 ����� 

�������,����	������ ,����� !�/����� (	���������� 21). "����, 

������������	� 	����������, �	�	�	� ��	
�	 ���	���	���� �� 

������� ��	���� ����� �� NP � ��� �	������������ ��	��,. 
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����������� 23. 1��� L ������	���� �	���� NP ����� � ��	��� 

�����, ����� ���������� ���������������� ������ '������� 

M � ��	���� p, ����� 
��: 

• �	 	����� �	��� x∈L ���������� �	���–���������� y, |y| 

≤p(|x|), ��� ������� ������ M ��������� ���� (x,y) �� 

��	������	���� ����; 

• �� �	 ������ x∉L ��������� �����"����� �� ����������. 

 

.	����,, ��	 	��������� 21 � 23 4�����������, �	 ���� 

	������/� 	��� � �	� �� ����� ���	�. 

 

������� 10. $�����	��� 21 � 23 ������	�����. 

 

'	�����������	. (21) � (23). "�
���, ��	���	����� ��� L, 

����������2�� ������ NP � �		��������� � 	����������, 21. 6�	 

������, ��	 ��2������� *�! MN, ����	���/2� ��� L �� 

�	���	,�����	� ���,. " �������� �����,����	����	� ,�����, 

��	,����,	� � 	���������� 23, ��
���, MD �� �	������������ 

��	��,� 9. !	��� �� �/
	�	 ��	�� x ����������	, 
���� 

���	���	����	� ������������� �	�����/2�� �	����	�������	��� 

���	� (��	�	 w �� �	������������ ��	��,� 9). '���� ����������� 

	��������� �	���	,	, 	� |x| � ���� �	�	, ��	 ���, ��
	�� MN 

�	���	,�����	. �������	, ��	 ���	� ���������� ��2������� �	���	 

�� ��	� �� L. !���, 	
���	,, �� L ���	��/�� ��� ���	�� 

	��������� 23. 

(23) � (21). .����	�	��,, ��	 �� ���� L ���	��/�� 

���	�� 	��������� 23. .	���	�, �������,����	�����/ �! MN 

�����/2�, 	
���	,. MN �,��� ��� �����. *� ����	� ����� �������	 
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�-	��	� ��	�	 x. *� ��	�	� ����� MN �������,����	����	 ���������� 

��	�	 z (����� z �� ��������� p(|x|)) � ����, ,	�������� ��
	�� 

,����� M �� �-	�� (x,z). )��� x∈L, �	 MN �	������ x, �	�	,� ��	 � 

4�	, ������ ������� �	�����/2� �	����	�������	��� ���	� — �� 

��,�, ��� �	�	�	� ��	�	 z �	������ � ����������	, �� x. )��� �� 

x∉L, �	 ��� ���- z M 	�������� ���� (x,z) — ����	�������	, MN ����� 

	�������� x. !���, 	
���	,, L ��	�����	��� 	���������/ 21. � 

 

5 ���		�  �� ����	
��� 	�����	
� 

.	 ����	��� � ������,� DTIME, P � NP, ,	��	 ������ 

����	������ ������ �	 9,�	���	� ��	��	���.  ���� 
���, 

����,�������� �,���	 ������ ����	������� ���	�. 

 

����������� 24. DSPACE(f(n)) — ��� �	��� �����, �	 ������� �� 

������� ���������� ���������������� &', ����������� 

���� ��� � ��������� �	�������� O(f(n))).  

PSPACE = ∪k>0DSPACE(nk) — �	��� �����, �������������� � 

��	������	���� ��������. 

 

����������� 25. NSPACE(f(n)) — ��� �	��� �����, �	 ������� �� 

������� ���������� ������������������ &', ����������� 

���� ��� � ��������� �	�������� O(f(n))).  

NPSPACE = ∪k>0NSPACE(nk) — �	��� �����, �������������� 

�������������������� �������� � ��	������	���� ��������. 
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" 	������ 	� �����	� �	 ���,���	� ��	��	���, �	��	� 	 

�		��	����� �����	� PSPACE � NPSPACE ������� �	����	��	 

����	. 

 

������� 11. PSPACE = NPSPACE. 

'	�����������	 4�	� ��	��,� ,	��	 ����� � [2, §10.6]. 

 

$� ��	��,� 2 �������, ��	 �� �/
	� ������� f ����������� 

��	���� DTIME(f(n))⊆DSPACE(f(n)) � NTIME(f(n))⊆NSPACE(f(n)). 

 ���	�������	, NP⊆NPSPACE. .	4�	,� �		��	����� ����,	������- 

�����	� ,	��	 ��	
������ � ���� �����/2�� �-�,�. 

PSPACE = NPSPACE

NP co-NPP
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